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が自明でない量に収束するような関数 $\rho(\tau)$ を見つければよい．実際， $F_{t}=1$ としたもの
と比をとれば (1.1) が得られるからである．さらに，(1.2) が任意の試験汎関数に対して収
束するためには， $\tauarrow\infty$ のとき
$\rho(\tau)\mathbb{P}_{x}[f(L_{\tau})|\mathcal{F}_{t}]) \rho(\tau)\mathbb{P}_{x}[f(L_{\tau})1_{\{\tau>t\}}|\mathcal{F}_{t}]$ (1.3)
の (聡に関する)Ll 収束が十分である．また逆に，もし (1.3) が概収束することが分かって
いるならば，(1.3) の $L^{1}$ 収束は必要でもある (Sche\'e の補題による).





対しては [4],[6], ベッセル過程に対しては [5] で論ぜられている．また，一次元拡散過程
に対しては，Salminen-Vallois [7] および Profeta [1],[2] により調べられている．
本稿では，論文 [3] より，時計 $\tau$ として指数時刻，到達時刻，逆局所時間を採用したと
きの結果をまとめる．
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2 一次元拡散過程 (1)
一次元拡散過程であって，左端点が regular-reectingなものを考える．さらに，議論の単
純化のため，左端点が再帰的であり，右端点が $\infty$ であって entranceまたは naturalの場合
のみを考える．生成作用素の Feller標準形を $D_{m}D_{s}$ とする．但し，関数 $m$ : $[0, \infty$ ) $arrow[0, \infty$ )
は狭義増加，右連続， $m(O)=0$ であるとし， $s(\infty)=\infty$ とする．右端点の状況により以
下の 3つの場合に分けられる:
(i) $\infty$ が type-l-natural: $\int^{\infty}s(x)dm(x)=\infty$ かつ $m\circ s^{-1}(\infty)=\infty$ ;
(ii) $\infty$ が type-2-natural: $\int^{\infty}s(x)dm(x)=\infty$ かつ $mos^{-1}(\infty)<\infty$ ;
(iii) $\infty$ が entrance: $\int^{\infty}s(x)dm(x)<\infty$ $($必然的に $mos^{-1}(\infty)<\infty)$ .
なお， $m(\infty)=\infty$ のとき ( $\infty$ が type-l-natural のとき)0は零再帰的， $m(\infty)<\infty$ のとき
( $\infty$ が type-2-naturalまたは entrance のとき)0は正再帰的である．
スケール変換によって，natural scale, すなわち $s(x)=x$ とした過程を調べる．
典型的な例を挙げておく．
(i) $0<\alpha<1$ に対し，指数 - $\alpha$ (あるいは次元 $2-2\alpha$ ) の片側反射壁ベツセル過程 $\tilde{X}$ は，生
成作用素が
$\tilde{L}f=\frac{1}{2}(f"-\frac{2\alpha-1}{x}f')$ on $C_{c}((0, \infty))$ (2.1)
で特徴づけられる．その speed measureと scale functionはそれぞれ
$\tilde{m}(x)=\frac{2}{2-2\alpha}x^{2-2\alpha}, \tilde{s}(x)=\frac{1}{2\alpha}x^{2\alpha}$ (2.2)
で与えられる．このとき， $X=\tilde{s}(\tilde{X})$ はベッセル過程 $\tilde{X}$ と本質的に同じであり，natural
scale かつ speed measure が $m=\tilde{m}0\tilde{s}^{-1}$ で与えられる．この場合，
$\int^{\infty}xdm(x)=\int^{\infty}\tilde{s}(x)d\tilde{m}(x)=\infty$ (2.3)
であるから， $\infty$ は type-l-natural である．
(ii) 定数 $c>0$ と $0<\nu\leq 2$ に対し，生成作用素が
$\tilde{L}f=\frac{1}{2}(f"-cvx^{\nu-1}f')$ on $C_{c}((0, \infty))$ (2.4)
で特徴づけられる一次元拡散過程 $\tilde{X}$ を考える．このとき
$\tilde{m}(x)=2\int_{0}^{x}e^{-cy^{\nu}}dy, \tilde{s}(x)=\int_{0}^{x}e^{cy^{\nu}}dy$ (2.5)
であり， $X=\tilde{s}(\tilde{X})$ は natural scale かつ speed measure が $m=\tilde{m}\circ\tilde{s}^{-1}$ で与えられる． $arrow$
の場合，簡単な計算により， $\infty$ は type-2-naturalであることがわかる．
(iii) 上で $v>2$ とすると， $\infty$ は entrance である．
(1)この節の内容は報告 [9] と重複するが，本稿を self-contained にするためにそのままの形で述べる．
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3 局所時間処罰問題





とおく． $H(q)$ はスペクトル測度の Stieltjes 変換になっ・ている． $m$ に関するレゾルベント
密度 $r_{q}(x, y)$ は次で与えられる:
$r_{q}(x, y)=r_{q}(y, x)=H(q) \phi_{q}(x)(\phi_{q}(y)-\frac{\psi_{q}(y)}{H(q)})$ , $0\leq x\leq y<\infty$ . (34)
また，修正 0-レゾルベントが存在して次で与えられる:
$h_{0}(x):= \lim_{q\downarrow 0}\{r_{q}(0,0)-r_{q}(0, x)\}=x-\frac{1}{m(\infty)}\int_{0}^{x}m(y)dy$ . (35)
また，点 $a$ における局所時間 $L_{t}^{a}$ は次の条件を満たすように選ぶ:
$\mathbb{P}_{x}[\int_{0}^{\infty}e^{-qt}dL_{t}^{a}]=\frac{r_{q}(x,a)}{r_{q}(a,a)}$ . (36)
特に $a=0$ のとき， $L_{t}^{0}$ を $L_{t}$ と表す．また，逆局所時間を次で表す:
$\eta_{u}^{a}=\inf\{t\geq 0:L_{t}^{a}>u\}$ . (37)
以下では， $f$ は非負かつ $\int_{0}^{\infty}f(x)dx<\infty$ とし， $x\geq 0$ とする．
定理 3.1. $e_{q}$ を独立な平均 $1/q$ の指数時刻とするとき，as. かつ in $L^{1}$ で
$H(q)\mathbb{P}_{x}[f(L_{e_{q}})|\mathcal{F}_{t}]\vec{q\downarrow 0}M_{t}^{h_{0}}$ and $H(q)\mathbb{P}_{x}[f(L_{e_{q}})1_{\{e_{q}>t\}}|\mathcal{F}_{t}]\vec{q\downarrow0}N_{t}^{h_{0}}$ (3.8)
が成り立つ．但し，
$M_{t}^{h_{0}}=h_{0}(X_{t})f(L_{t})+ \int_{L_{t}}^{\infty}f(u)du$ , (3.9)
$N_{t}^{h_{0}}=h_{0}(X_{t})f(L_{t})+ \int_{L_{t}}^{\infty}f(u)du+\int_{0}^{t}\frac{f(L_{u})}{m(\infty)}du$ (3.10)
とした．従って特に， $M_{t}^{h_{0}}$ はmartingale であり，(3.10) は $N_{t}^{h_{0}}$ の Doob分解を与える．
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定理 3.2. $T_{a}$ を $a$への到達時刻とするとき，a.s. で
$a\mathbb{P}_{x}[f(L_{T_{a}})|\mathcal{F}_{t}]arrow M_{t}^{s}aarrow\infty$ and $a\mathbb{P}_{x}[f(L_{T_{a}})1_{\{T_{a}>t\}}|\mathcal{F}_{t}]_{\vec{aarrow\infty}}M_{t}^{S}$ (3.11)
が成り立ち，後者は $L^{1}$ 収束の意味でも成立する．但し，
$M_{t}^{s}=X_{t}f(L_{t})+ \int_{L_{t}}^{\infty}f(u)du$ (3.12)
とした．さらに， $\infty$ が type-l,2-natural のとき (3. 11) の前者も $L^{1}$ 収束の意味で成立し，
$M_{t}^{s}$ はmartingale である．
注 3.3. $\infty$ が entrance のとき， $M_{t}^{s}$ は local martingale であるが，一般に (例えば $f(O)>0$
のとき)martingale ではない．
時計 $\tau$ を逆局所時間 $\eta_{u}^{a}$ にとるとき，(Clock 1) $u$ を固定して $aarrow\infty$ とする方法と，
(Clock 2) $a$ を固定して $uarrow\infty$ とする方法 (2) がある．
定理 3.4 (Clock 1). a.s. で
$a\mathbb{P}_{x}[f(L_{\eta_{u}^{a}})|\mathcal{F}_{t}]_{aarrow\infty}arrow M_{t}^{s}$ and $a\mathbb{P}_{x}[f(L_{\eta_{u}^{a}})1_{\{\eta_{u}^{a}>t\}}|\mathcal{F}_{t}]_{aarrow\infty}arrow M_{t}^{s}$ (3.13)
が成り立ち，後者は $L^{1}$ 収束の意味でも成り立つ．さらに， $\infty$ が type-l,2-naturalのとき
(3.13) の前者も $L^{1}$ 収束の意味で成立する．
$a$ を固定して $uarrow\infty$ とする方法では，特別な $f$ に対してのみ結果を得た．
定理 3.5 (Clock 2). $\beta>0$ を定数として $f(u)=e^{-\beta u}$ とおく．このとき，$\rho(u)=\exp(\frac{\beta u}{1+\beta a})$
として，a.s. かつ in $L^{1}$ で
$\rho(u)\mathbb{P}_{x}[f(L_{\eta_{u}^{a}})|\mathcal{F}_{t}]_{uarrow\infty}arrow M_{t}^{\beta,a}$ and $\rho(u)\mathbb{P}_{x}[f(L_{\eta_{u}^{\alpha}})1_{\{\eta_{u}^{a}>t\}}|\mathcal{F}_{t}]_{\vec{uarrow\infty}}M_{t}^{\beta,a}$ (3.14)
が成り立つ．但し，
$M_{t}^{\beta,a}= \frac{1+\beta(X_{t}\wedge a)}{1+\beta a}\exp(\frac{\beta}{1+\beta a}L_{t}^{a}-\beta L_{t})$ (3.15)
とした．また， $\beta=\infty$ に相当する場合として $f(u)=1_{\{u=0\}}$ のとき， $\rho(u)=\exp(\frac{u}{a})$ とし
て，a.s. かつ in $L^{1}$ で (3.14) が成立する．但し，
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